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无序细观结构在体积中与截面上尺度

分布函数之间的关系的统计诊释
‘

白以龙 夏蒙梦
’� 柯孚久

�� 郭文海 凌 中
中国科学院力学研究所非线性连续介质力学开放实验室

，
北京 ������

��，� 年 �月 �� 日收到

研究材料中的无序细观微结构在体积中的尺度分布函数与在截面上观测到的尺度分布函

数之间的变换关系
，
导出了变换方程

，
并阐明了对它应作统计解释

�

还给出了分布函数的矩的

变换关系
，
讨论了粗糙面分维数与它和截面的交的分维数之间的关系

。

����� ����

一
、

引 言

在很多材料内部
，
存在着细观尺度的复杂微结构

，
如二相粒子

、

微损伤等
�

这些微结
�

构通常表现出两个重要特征
，

一是数量很大
，

二是无序性�空间位置无序分布
，

尺度
、

形状

及取向的无序分布等�
�

近年来已逐渐查明
，

材料内的各种无序细观微结构往往会强烈影

响材料的性质
�

因此
，
对它们进行观测和描述有重要意义

�

一般而言
，

详尽无遗地描述微结构的全部细节
，

不仅难以实现而且亦无此必要
�

一种
」

比较有效的途径是对微结构的几何形状作一些简化
，

然后采用统计描述
�

例如
，
给出单位

体积中微结构按尺度的分布函数
，

以此作为研究微结构对材料宏观性质影响的基础
�

在定量观测方面
，
主要困难是难以直接观测体积中的分布函数

�

通常的方法是观测

二维截面上微结构的尺度分布
，

然后设法进行变换
，
导出微结构在体积中的分布函数

�

那
�

么
，
如何实现这种变换呢�

由截面观测导出空间结构
，
这是立体学的任务

�

在实际工作中
，

人们已在应用一系列

立体学的定律���
�

但是
，
这些定律大都只涉及微结构所占总比例数的截面

一

体积变换
�

它

们虽然亦提供有价值的信息
，
但不能解决统计分布之间的变换问题

�

已经有一些工作探讨尺度分布的变换方法
，
早期的工作见于 ������ 的文章

〔�·
习 ，

近期

的发展可参阅 ����
�� 。 。 �冈 和 ������ 等人囚的工作

�

然而
，
这些方法没有给出变换的

显式表达
，
而且是数值方法

�

������ 等人图提出了一个近似变换公式
，
假定截面上某一

尺度范围的统计数只联系于体积中同一尺度范围的统计数
，
这种近似并未得到证实

。

�
国家自然科学基金和国家重大墓础性研究项目基金资助的课题

。

��北京大学物理系
，
北京大学非线性科学中心

，
北京 ������

�

��北京航空航天大学应用数理系
，
北京 �。 。 。��

�



物 理 学 报 ，� 卷

可以说
，
如何由截面上的观测结果导出体积中微结构按尺度的分布

，
这仍是一个尚未

解决的问题
�

本文中
，

将考察具有任意尺度分布的简单微结构�如小球或平行圆盘�
，
建立联系截面

上的观测结果与体积中微结构按尺度分布的积分方程
，

然后作反演得到解的显式表达
�

必

须强调指出
，
对于这种变换公式应作统计解释

�

文中还讨论了变换公式的若干令人感兴

趣的性质
，
并与数值模拟结果作比较

�

还将变换公式用于考察粗糙断裂面
，
讨论断裂面分

维数与它和截面的交的分维数的关系
。

二
、

变 换 方 程

为了简单
，

限于考察几何形状简单的微结构
，
如小球�或平行圆盘�

，
只涉及球心位置

和直径
，

不出现取向分布问题
�

对于几何形状复杂的微结构
，
可引人某种球覆盖系统进行

讨论
。

问题可表达如下 � 令体积 � � �‘
内小球按直径

‘ 的分布函数为 城
‘
��单位体积

内
，
直径在

‘
一

�
十 �‘

的球数为 戒 ‘ ����
�

取
� 轴平行于体积的一条边

，
顶点分别为

二 � �
，
�

�

取一个与
�
轴垂直并交于

二 处 ���
� � ��的截面

，
小球与截面相交时在

截面上呈现为圆
�

令 。 ��’ �是截面上圆按直径 �’ 的分布函数�单位面积中
，
直径在 �’ 一

�’ � ��
‘

的圆数为 ���’ ���
，

�
�

问题是� 试
。
�与 ���’ �有何关系� 如何由观测到的

。 ��
‘

�导出 ，
�‘ ��

显然
，

一个给定的 武
‘
�可对应多种具有不同细节的空间位置分布

，
它们一般将导致

截面上的不同分布 。 ��’ �
�

即使是一块给定的均匀材料
，
不同截面上的分布函数也会呈

现差异
�

因此
，
体分布函数 戒�� 与截面分布函数 。 ��’ �之间

，
原则上不可能建立确定

性的变换关系
�

本文将在统计意义上导出分布函数 ，��� 与 。 ��’ �之间的变换关系
。

讨论基于一

种统计模型
，
主要包含下列假设 �

�� 略去小球之间位置的相关性
，
球的空间位置是统计独立的

，
适用于微结构不太稠

密的情形 �

��球心出现在体积内各点的概率密度相同
，
适用于宏观均匀的情形 �

��单位体积内包含大量小球 �

��小球在总体积中所占比例很小
，

这可减少小球互相交叉
、

重叠带来的麻烦
�

设想在单位立方体内只有一个直径为
‘ 的小球

，
则单位面积截面上出现直径在

�’ � ��’ 的圆的概率为

��
�‘ ，�
��

�，
�

� ‘
��

，

斌
�，一 �‘，

‘ —

���

由此可得 成
‘
�与 。 ��’ �的关系为
��一卜�二

‘ �一�
·
�
·
��一�二下异于

·
�
·
��二

� ‘ �

一
‘ �

���

这是决定 武
‘
�与 ，�

。 ‘

�变换关系的积分方程
�

由 ��� 式作逆变换便可得到 成
�
�的
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显式解
�

首先可求得单位体积中
，
直径大于

、

等于 ‘ 的球的总数为

��
· ’ 一
��

·�·��一号�汾舞鸯
�

���

由 ���式便可导出分布函数 成
‘
�的表达式

���
�
� � ��

� � �娜��
‘

��
， ，

试 ��� 一

一
� 一

一

二 �

一
兰 �

�
���’ 。

���
�� “ �

‘

了
�‘ ，
一 ‘ ，

��
’
� �‘

�

这便是相应于变换方程 ���的逆变换方程
，

可视为积分方程 ���的显式解
�

以上基于统计模型导出的变换方程 ���与 ���必须作统计解释
�

这种变换关系对应

于每一种直径的球在空间都是均匀分布的情形
，
由等概率假设

，
这相应于出现概率最大的

分布�最可几分布�
，
也是统计平均分布

�

因此
，

方程 ���与 ���描述的是 成�� 与 。 ��’ �

之间出现概率最大的变换关系
，

也是统计平均的变换关系
�

任何真实的关系均可能呈现

对 ���式或 �叻 式的涨落
�

分布函数 城
‘
�与 。 ��’ �之间变换关系的统计性质提示应当重新明确对这一类 向

题的提法
。

例如
，
可以问 � 体分布函数与截面分布函数之间出现概率最大的变换关系是

什么� 平均而言
，
变换关系如何� 是否存在某种不同的变换关系具有有限的出现概率�某

种特定的变换关系的出现概率是否为零� 等等
。

明确了对问题的概率性提法
，
有助于指

导我们如何进行截面观测
、

如何进行变换以求得体积中的分布函数
，
以及如何对所得结果

作出恰当的解释
。

三
、

变换方程的若干性质

�
�

矩的变换关系

体积中尺度分布函数 成
‘
�的

‘
级矩定义为

�
�‘

��刹�“
。
�
�
��

� ， ���

其中

� ��丁
·
�
‘
��

‘

���

是零级矩
，
即为单位体积中球的总数

�

�
�‘ ，

夕�

截面上尺度分布函数 。 ��’ �的 � 级矩定义为

工�
“ 。 ，·

��
。 ，

��
‘ ， ，

弃夕 ��
���

其中

。 一

��
仍�

·’

�‘ ·‘

���

为零级矩
，
是单位截面积上圆的总数

�

利用变换方程
，
可导出矩的变换关系为

��
�‘ �

��
。 ，
��

�‘ � ‘
�

，

其中

���
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��

�

一

兴导
��

�

� �

一 �
�

变换方程 ���亦具有统计意义
�

当
� 一 。 时

，
有 。 。

� �
，

���式给出

� � ��
。
�

，

��� 为球的平均直径
�

在体积 � 一 尸 中
，

总球数为 �� � �口� 在截面积 厂 中
，

数为 �
� � ��

�，
因此有

����

总圆

�
�

��
� � �‘ ���

�

当 � � �时
，
有 ��� 二��

，

���式给出

����

��
‘ ，

�一 �
了兰

‘ �、
�

�� �
����

设想我们考察的是分布于体积中的大量平行圆盘�直径为 ��
，
圆盘与截面相交为线段�长

度为 �’ �
�

����式表明
，
单位截面积上线段总长度与单位体积中圆盘总面积数值相等

�

在

体积 � 一 ��

内
，
圆盘总面积为 �� 一 �、 了二

‘ �、� 在截面 ��
中

，
线段总长度为 ，，一

�� �

乙，
材�“ �

，
有

����
� � 乙，，，�

当
� � �时

，
有 ��� ���

，
由 ���式得

����

�了二
‘ ，�

、一 �了兰
。 �、

�

�� � �� �
����

����式表明
，
球的总体积在空间所占比例等于截面上圆的总面积所占的比例

�

在 体 积

卜
“ �

内
，

球的总体积为
�

一
“ ��散�

� 在截面 口 上
，
圆的总面积为 寿 一

���
�， ，�

� �
�万

‘ 一

�
’
钊

��
�
，� � 口

��。

����

可以看出
，

����与 ����式符合截面
一

体积的标度关系
，
而 ����式则不符合

�

这是由

于 ���� 式中的 �
�
与 ��不描述几何对象的侧度

，

而 ����与 ��，�式中所涉及的量均描

述相应几何对象的测度
�

�
�

涨落现象

现用一简单的例子说明对变换方程的涨落现象
�

考虑所有的球直径均为
‘ 。
的情形

，

由 ����式
，
有

� � ����

����
、

下面将说明 ����式给出的是出现概率最大的�值和�的统计平均值
，
每次测量均可能出

现对 ����式的偏离
�

由等概率假设
，

单位体积中一个直径为
‘ 。
的球与单位截面积相交的概率为

‘ 。 ，
不相

交的概率为 �一 ‘ 。 �

在统计独立性假设下
，
当单位体积中有�个直径为

‘ 。
的球时

，
若有�
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个球与截面相交而其余 �一�个球不相交
，
则其概率为

����一
� �

� ��� 一 ���
�
舒��一

‘ 。
�
� 一��

����

不难证明
，
使 ����取极大的�值为

�
�
� ���， ����

而 ����式决定的�的平均值为

厕 一 艺 �����一 ��。 ·

����

����
，

����与 ����式一致
，
表明由变换方程给出的 ����式代表了概率最大的变换关系

和统计平均的变换关系
�

由 ����式可以求出�的标准偏差 ，� 和相对涨落为
，， 二 了亩育雨

一 丫不石丁蔽
，

、 �丽 � 了�� 一
。 。
���

�。 �

����

����

当
‘ 。 《 � 时

，

有 ，� �
�

了瓜 一 了厕
， 。 ��厕 二 �声

�

还可由���式求出�对 �
。
出

现某种给定偏离的概率
�

例如�一 。 的出现概率为 ���� � ��一
‘ 。
�
� ，

而�一 �的出

现概率为 ����一
‘
乳

对截面上圆的数目�的统计性质进行了计算机模拟
。

在单位立方体 中随 机 地 投放

� � ��
，
个直径均为

。 。
� �

�

�� 的球
，
统计不同截面上圆的数目 �

�

由 ����一����式
，

理论值为 丽 � �
。
� ��

，， ，、 �丽 二 �巧外
，
�值应主要分布在最可几值 �

。
附近相对

偏离为 �
�

��外 的范围内
�

以下是两组模拟结果
�

第一组 � 对一个给定的随机分布
，

取

���个不同的截面
，

分别统计其�值
�

结果得到 丽 � ��
，， 。 ，�厕 � �

�

��沁
，

对 应的相

对偏离不超过 �
�

巧务 的点占 ��并
�

第二组� 对 �� 个不同的随机分布
，

每一个分布取 ��

个截面
，
分别统计其�值

�

结果得到 丽 � ��
，， ，
耐丽 � �

�

��外
，

对 丽的相对偏离不超

过 �
�

巧外的点占 ��外
�

以上的模拟结果显示了�的统计性质
，
而且定量上与本文的理论

结果基本符合
�

�
，

一类特殊的分布函数

考虑一种特殊的分布函数

����一 那丝
。 ���一

‘ ，
�
‘
孟�

，

����

�为单位体积中总数
， ‘
的平均值为

了百
、 ‘ � 一 币一

‘ 。 ‘ ����

����式为 �������� 分布的形式
，
是 �������分布的一种特殊情形

�

由 ���式
，

可得到相应截面分布为

。 �。
·

�一 了丁 �兰
。 ���一

‘ ，�

�
‘
孟�

�

����
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这也是 �������� 分布
�

因此
，
�������� 分布是在变换 ��� 式下保持具有相同函数形

式的分布函数
�

由 ����一����式
，
有

��
�
�� �

�
�
�
�
�
�
�

����

在文献 ��� 中
，
曾提出一个简单的变换公式

。
�
�
�� 。 �

�
��

� �

����

从本文的结果看
，

����式一般是不成立的
，
但与 ��力式比较可知

，
当分布函数为 �����

�

��� 分布时
，

变换 ����式在分布的主要区
‘ � �

。
�近似成立

�

四
、

断裂面的分维数

刻画粗糙断裂面的一个重要参量是它的分维数��，
，，� 测量断裂面分维数的一 种 可 能

方法是观测二维截面与断裂面相交的几何图形
，
由这个图形的分维数通过变换估算断裂

面的分维数
�

断裂面是复杂的几何对象
，

不能直接用本文给出的变换方程
�

但是
，
可以引

人大量小球将断裂面覆盖
，

然后将变换方程用于这些覆盖球组成的系统
�

令 �代表三维欧氏空间 尸 中的断裂面
，

其 ��������� 维数的范围在

�《 ��� 。
�尸�� �

�

����

令 �
二

代表垂直于
‘
方向并与

二
轴交于

� 处 ���
� � ��的平面

，
令 �

二

代表 �与 尸
�

的

交�

�
二

� �自�
二 �

令 ����为 尸 中�的 占球覆盖
，
令

�‘
为 �‘

的直径
，

有

����

�� � 尽
， 。 � ��

，
�一 “ ‘ 入 ����

假定覆盖球按直径的分布函数为 ‘ �‘ �
�

令 尸
二

面上圆的集 ����为 ����与 尸
二

的交
，
价 的直径为

‘
�
�

显然
，
�价�为 �

�

的

一种 占圆覆盖�

�
二

� � �，， �� ��，�一
�
�� 占

�

����

令

男忍���� ����艺�刀
、
�
‘ �
��

、
�为 尸 的 占球覆盖�

一 ‘·‘
�
�，

��
一�

·
�一�

·

�
，

����

则�的 � 测度为

男
‘
���一 ���男落���一 誓�

‘·‘
�
��

��
一�

·
�一�

·

�
�

����

对足够小的 �，

汾����为无穷大
�

使 劣，���从��跳跃到 �的 �值即为 �的 ���
��。 此�

维数
�

令
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� 期 白以龙等� 无序细观结构在体积中与截面上尺度分布函数之间的关系的统计诊释 ��，

由于 �鸡�不一定是符合下确界条件的 �
二

的 占圆覆盖
，
因此

，
一般有
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而 �
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的 ���������维数是使 劣
�
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二

�从��跳跃到 �的
�
值

�

现假定 �凡�的分布函数 凡�
�
� 与 �鸿�的分布函数 。 。

��’ �之间遵从变换关系

���式
，
则有
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由 ����一����式
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由����式可以看出
，
当 ，一 �� ����
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�

�
，
使

劣
‘ 一 ‘
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�

�� ��� 劣忘
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��

二

�� ��

时
，

男����可能小于��
，
亦可能仍为��

�

这表明 �的 ���������� 维数可能为 ，，
亦可

能大于 �
�

由此
，

得到 �与 �
二

的维数关系为

����
���� ����

��
二

�� �
。

����

基于具有统计性质的变换方程 ���导出的维数变换关系 ����式亦具有统计性质
，
它

代表了出现概率最大的维数关系
，
也是维数的统计平均关系

，
任何真实的维数关系均可

能出现对 ����式的偏离
�

在维数变换关系 ���� 式中出现不等号
，
从证明的数学过程看

，

是由于无法确认截面

上交集的下确界条件
�

但是
，
从根本上讲

，
不等号的出现是源于分形断裂面的复杂性以及

它与在截面上的交集之间的非确定性关系
�

当 �的维数给定之后
，
�
二

的维数有多种可能

值
，
不仅有满足 ����式中等号及大于号的值

，
也可能有符合相反不等号的值

，

各有不同的

概率
。

���� 式是给出绝大多数情况下呈现的维数关系
�

以上
，

将本文导出的变换方程用于分形几何对象的覆盖球系统
�

由于分形几何对象

的复杂性
，

对 吞球覆盖集在 占， � 条件下采用统计描述似乎是可行的
。

但是
，

还不能确

认本文的几条假设全部适用于这种系统
�

以下
，

将引用分形数学中的几条定理阁来分析

这个问题
，

可以看到
，
所得结果与 ���� 式是一致的

�
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其中 �而石���为 �的上盒维数
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对断裂面 ���
�，
有 �提���

�
���� �，

而截面 �
二

为二维平面
，

有 ����

��
二

��

不而石�尸
二

�一 �
�

令 尸。
为与 二 轴交于 ， 一 。 处的平面

，

有 尸
二

一 尸。
十 二 ，

而 �
二

为 �与 �
二

的交
。

由定理 ����式
，
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��门��

。
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�
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。
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���十 �
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由 ���� 与 ����式
，

便得到
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��

二

�� ����
���一 �

，
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对几乎一切
� 成立

�

可以看到 ����与 ���� 式的表达形式和统计解释均是一致的
�

这个

结果对测量和分析粗糙断裂面的分维数是有重要意义的
。

五
、

结 论

固体材料内部细观尺度的无序微结构对材料性质有重要影响
，
对这类微结构宜采用

统计描述
�

在观测微结构时面临的一个关键问题
，

是如何由截面上的观测结果导出体积

中微结构的统计分布
�

本文指出
，
无序微结构在截面上和在体积中的统计分布函数之间

，

原则上不存在确定性的关系
，
只可能建立概率性的联系

�

本文基于一个一般性的统计模型
，

导出了无序细观微结构在截面上和在体积中按尺

度的统计分布函数之间的变换方程
�

这种变换方程具有统计意义
，

代表了两种分布函数

之间出现概率最大的变换关系
，
也是二者之间统计平均的变换关系

�

在实际问题中
，
将出

现对这种统计平均关系的涨落
，

本文对涨落现象给出了估算公式
�

还导出了截面上与体

积中分布函数的矩的变换关系
，

并指出
，
只当这些矩描述相应几何对象的测度时

，

其变换

关系才符合面积
一
体积变换的标度关系 �功

�

对于粗糙断裂面及它与截面的交这一类复杂的几何对象
，
本文的变换方程可应用到

它们的覆盖球系统
�

由此导出
‘

了关于分维数的一个变换关系
�

这是一个具有统计意义的
、

包含不等号的关系式
�

本文的结果
，

有助于指导我们对材料内部的无序微结构进行观测和分析
�

我们的实

验观测结果
、

实现变换的程序及其结果
，

以及有关的数值模拟结果
，

将另文阐述
�
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