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摘
一

要

本文以微裂纹数密度分布 函数描述理想微裂纹系统
，
考察其演化韵一般 特 征

�

对微裂纹的扩展过程采用了确定论的模型
�

发现
，
在一定条件下

，

微裂纹数密度的演

化可出现饱和现象
�

本文用儿个例子具体显示了理想微裂纹系统的统计行为
，
并与

实验观察结果进行了初步比较
�

关键词� 理想微裂纹
，
数密度

，

饱和
，
成核

，
扩展

己� 侣旨
、 � � ‘ 二

在一类材料中
，

载荷导致的损伤表现在材料内部有大量微裂纹萌生和扩展
�

这些微裂纹

的尺度一般在几微米到几百微米的范围
，
是属于细观尺度的现象

�

近年来
，

这一领域中研究工

作的一个重要动向是把宏观与细观两个层次结合起来考察这种损伤过程
�

这种研究途径有利

于更深人地了解损伤机制
，
以便更科学地研制和使用材料

�

对于一般的微损伤演化问题
，
在一个包含宏观与细观两个层次的统一理论中

，
对微裂纹系

统采用统计描述是一种很有效的方法
�

这种统计描述以微裂纹的细观动力学为基础
，
而微裂

纹的宏观效应则由其统计平均结果给出
�

在材料损伤初期
，
微裂纹比较稀疏

，
裂纹间的藕合效应较弱

�

在这种条件下
，
材料的损伤

可用一种比较简单的模型描写
，
我们称之为理想微裂纹系统

�

理想微裂纹系统的主要特征可

以大致规定如下� 微裂纹的成核
、

扩展过程是统计独立的
，
裂纹间的相关效应不起重要作用�

每个裂纹的成核与扩展过程由该处的局域条件决定
，
局域条件与材料性质

、

载荷
、

以及全部裂

纹的平均效应有关
�

对于形状简单
、

规整的微损伤或微裂纹
，
单个微裂纹可以由它的尺度

‘
表征

� ‘
可以代表

裂纹的体积
、

截面积或长度
，
视问题而定

�

为了对微裂纹系统进行统计描述
，
我们引人微裂纹

数密度分布函数 武
‘ ，
�

� ，
的定义是� �时刻

、

单位体积中
，
尺度处于 ‘一

� � �� 范围的裂

纹数为 武
� ， ，���

�

在损伤初期
， �
的演化主要由成核过程和扩展过程决定

，
裂纹间互相连接
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的过程不起重要作用
�

以下
，
我们将导出

，
的演化方程

�

考察变量
‘
所张成的一维相空间中相体元 �

。 ， ‘ � △ ‘
�内微裂纹数密度

�
�
�， ， ���

� ‘

的变化
�

在 ， 到 �十 △， 时间内
，
其增量为

�，�
� ‘ ， �� 八��一

�
�
�‘ ， ����

�‘ �

此增量来源于两部分的贡献� 一是在该相体元内微裂纹萌生过程的贡献
，
可表达为

��△� 厂‘ �合�

��
，

�
。 二��

’ ， �，���
‘ �

这是源项
，

其中
，
彻 是裂纹的成核率密度

�

另一部分是裂纹扩展过程为贡献
，
可看作是相空

间中的流动项
，
分为流人

、

流出两项�

‘ �。 ‘
浮，

，

�
，
�
‘ ， �

，

�亡�
‘ ， ，，

�一
，
�
。 十 △ ‘ ， ，，

�沙�‘ � △� ， ，，

��
，

其中
， 砂是裂纹的扩展速率

�

令 △，” �
， △ ‘ ” �

，
便可导出微裂纹数密度分布函数的下 述

演化方程�

�”

—
，

十
口君
事 �‘

�
�一

” � ’

���

在方程 ��� 中
， ，
的演化特征由 勺 与 砂决定

�

对于理想微裂纹系统
，
可以假定 彻 和 砂

依赖于材料的力学性质
、

载荷应力 。 ��� 及裂纹尺度
� ，
而与

，
无关�

，二 � �、
�
� ， 二���

，
材料参数�

，
���

才一 才�
� ， 。 ���

，
材料参数�

�

���

在考察裂纹比较稀疏的理想微裂纹系统时
，
可以认为材料参数不受裂纹演化过程的影响而保

持恒定
�

为了揭示基本物理规律
，
本文将限于考虑恒定载荷应力�即 试�� 为常数�的情形

�

为

简略记法
，
以下将不再明显标出这些恒定参数

�

���式意味着
，
系统内一定尺度的裂纹的扩展

速率是完全确定的
�

这种模型我们称之为确定论的扩展模型
�

���与 ��� 式的具体形式可由实验测定
�

在理论上
，
确定它们则是细观动力学的任务

�

但是
，
在微裂纹尺度范围内

，

有关成核率与扩展速率的资料极不完备
，
很多方面尚属空白一 在

这种情况下
，
为了推动这一领域的研究工作

，
我们一方面开展有关的实验研究�另一方面

，
从理

论上考察方程 ��� 的解的一般特征
，
并选用若干成核与扩展的模型

，
具休显示理想微裂纹系统

的演化过程
�

我们相信
，

达种研究对于这一领域的进一步探索应该有启发和参考意义
�

二
、

理想微裂纹系统演化的一般特征

裂纹的扩展过程通常有下述特征���
� 只当尺度超过某个临界尺度时才出现扩展过程

，
而

小于临界尺度的裂纹几乎是不扩展的
�

假定微裂纹的扩展也具有上述特点
，
并令 ��为其临界

尺度
，
则扩展速率 ��� 式的一般形式为

���
，，窗几�里

，
夕
�

办当当�
，

����
，

‘ �

‘ �

并有 ���
�

�一 �
。
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为了简单
，
我们令初始时刻 ��� �� 微裂纹数密度为零

�

根据一阶偏微分方程理论
，
并

考虑到 ���式与 ���式
，
可以求得方程 ���的解的一般形式

�

在
‘ � �� 区

，
对方程 ���直接

积分便可得到解
�

在 。 � �� 区
，
方程 ��� 的特征方程为

碑� �

丽 一 万
’

�” �
‘ �

�

� � 一 — 月 州� — 月� ，

�� � 才

其中 �’ � �����
�

由此可得到方程 ���的解的普遍形式为
·
�一，一

渝���
，

二�
·吧，‘一 � ，

�
， 一

��
，

��
�

卫二一、�
刀�刃

，、 ��
���

其中
，
币是其宗量的任意函数

�

由初给条件 戒 ‘ ，
�� � �

，

可确定 币的具体形式为
�

� �
‘

�� 、
巾 气了一 � 一刃

叫

二二 �
、 �吞� 泥气�

’

少�

� �，
�
八

， ，

� 一 � ” 付戈� 少�� ， ���

其中 刀� 刃�
� ，
� 的定义如下 � 令

‘、了、�口、，，矛���了、口�内�

了‘、了�、

�。 � �。�
�
�� ，�

灭不万
’

当 �� �。 时
，

刀� �一

而当
，� �。 时

， 刀 由下式确定�

�
‘

��
‘

� ，�‘ ，，， 人气� 夕

油 ����式所给出的函数 ” � 刀�
。 ，
�� 的意义可以用如下方式解释 � 设想在 ， � �时存在一

条尺度为 刃�
� ， ，�的裂纹

，
此裂纹按扩展速率函数 �扩展

，

则至 ，时刻该裂纹的尺度扩展到

、 �

当然
，
这只是一种虚拟的设想

�

由于我们假定了初始时刻无裂纹
， ，时刻系统中的裂纹实

标上是在 ��
，
� 期间萌生的尺度不同的裂纹扩展而成的

�

由 �，�一��� 式
，
方程 ��� 的一般解可表达为

�望羊
‘

屯
���

‘ � �” ‘�·‘ ’

�一，

，
�
� ，

��
’

��
�‘ ， � � ��

� ���

在 ���式中
，
尺度小于临界值 ��的裂纹数密度随时间线性增大

，
这是扩展速率为零并具

有恒定成核率的简单结果
�

现考察
·

黝
�

区
·

首先
，
我们指出

，
方程 �，，的稳态

�豁
一

��
形式为

、�、�八���，二曰�二尸‘、�矛、

李 �，�‘ �
，
�一

。 二
�
�
�

，

��

稳态解为
，。
�‘ �一 �共

目

�
‘ 。 二

�
‘ ，

���
，�

双��� �奋�

容易看出
，
只要 才�瓦�箫 。 ，

便有
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二 。
��

�

��
，，��

�

���
’

��
�

�
�

����

在这种条件下
，
便存在有限的稳态解

�

这里顺便指出
，
若 ���

‘
�曲线存在极值点 ‘ � “ ，

则

亦有与 ����式相似的关系
，�
�
‘ 、 �一

���
� ‘ ���

’

�
‘ ��

�

由 ���式
， ‘ � �� 区中 ��

‘ ，
�� 随时间

，
的变化是由 ��

‘ ，

��随时间的变化决定的
，
而

” 随时间的变化则由 ��� 式给出
�

对于每一尺度
‘ ，
都可由 ���式定义一个特征时 间

�。 �

，��‘
�

，
只要当

‘ ” �， 时 ����趋于零的阶数足够低
， �� 便具有确定的有限值

�

在这种情况

下
，
在 ，� �。 阶段

， 刀随着 盆 的增大而减小 �当 ，� �。 时
， 刀减小至 ��

，
然后便保持不变

�

相

应地
，
在 �� ，。 阶段

， 。
随

�

‘
而增大�当 ，一 �。 时

， 。
达到一个不变值

，
与稳态解 ���� 式比较

可知这个不变值即为稳态解 丙�
�

�

�的相应值
�

以上讨论表明
， ‘ � �� 区微裂纹数密度分布函数 武

‘ ，
� 的演化有一个重要特征

�
在

一定条件下
，
将出现饱和现象

�

���式定义的 �。 即为饱和时间
�

由 ���式可看出 �。 相当于裂

纹从临界尺度 �，扩展到尺度
‘
所需的时间

� ‘
越大

，
则 �。 越长

，
因此

，
饱和现象是从 ��开始逐

渐向大尺度方向推移的
�

由

��
‘ · ‘

�
����

与气
‘

�
︺

︸

可定义一个特征尺度
‘ 。
� �����

，
它给出了 ，时刻饱和区的上边界

�

在某一时刻考察微裂纹

数密度分布 武
‘ ， ‘�时

，
可以看到它按尺度

‘
划分为 �个特征不同的区

，

依次是非扩 展 区

�
� � ���和扩展区中的饱和区 ��

�

毛
‘
镇 ���与未饱和区 �‘ � ���

�

在饱和区
，

��
‘ ， ，�不

再随时间变化并等于稳态解 场�
。
�

�

饱和区与未饱和区的分界
‘ 。
随时间 ，的增大而不断向

大尺度方向推移
�

趋向饱和的过程反映了成核过程与扩展过程之间的竞争
�

对于无初始裂纹

的情形
，
开始时是成核过程占主导�当两个过程互相平衡时

，
便达到饱和

�

将 ���式所给出的 戒
‘ ， ，�对

‘
积分

，

便可得到微裂纹的总数密度

��
，，一�了

·
�一�‘一

�
�

� 、 � �，，
����

其中
，
��， ��

与凡 分别代表非扩展区 �
。
� ���

、

饱和区 ��
�

成 ‘ 成 ���和未饱和区 �
‘ � ���

的贡献
�

将 ���式代人 ����式
，
可求得

�一
� �

，， ，二�
�
���

，

���
�
�

从 � �

凡 � ，

认
二�

·，‘
一��

‘ ，’

��一，·�
一

” ，

二
二�

·
�‘

· �

��
‘ �’

��一，·�
一

” ，

�����

��，
�
�一���

�
�式中

，
右端第一项分别代表三个区中的累积成核数

�

第二项代表穿越 ‘ � ‘ 。
的累积通量数

�

由 ����与 ���� 式
，
得到

���
�
�

�����或 ���
�
�式右端

声‘‘���口�����，��

�
︺

��才�一��
二��，‘一 ����

总数密度与扩展过程无关
，
仅由成核过程决定

�

这个结果是很显然的
�

事实上
，
将方程 ��� 对

‘
积分便得到 ���� 遵从的方程为
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口� ��

丽 一 �
� ” � 、 ‘ 少‘ � ·

����

���� 式是方程 ����的直接结果
�

现在
，
我们选用裂纹扩展速率和成核率的若干模型

，
以便对微裂纹数密度演化的特征有比

较具体的了解
�

先考虑扩展速率模型
�

����� 由简单的理论给出
〔��

�
， ‘ � 瓦

，

。
丫��一 ，��

‘
���一 ���、

，
一 ��。

�

�
‘ �

， 。 � ，�， ����

‘�哎��

一一
�‘

其中
， � 是最大扩展速率的理论值

，
由表面波的波速控制��，是临界裂纹尺度

，
对于圆币形裂

纹可取 ��一 二�乳��尹
，
凡

‘

是平面断裂初性
， 二 是施加的拉伸载荷��是过载函数 �一 ��吼

�

当载荷 。 》 几 时
，

����式简化为

�一

�
。 ’ ‘ 〔 ” �，，
���

�
�� � 丫 �一 ���

�，， � � 吞、
�

����

在本文中
，
将选用 ����式作为微裂纹扩展过程的细观动力学模型

�

其中
， � 和 ��是材料参数

和载荷应力组合的特征参数
�

由 ���式定义的饱和时间 �。 及由 ����式定义的饱和区边界
�。
均仅取决于 扩 展 速 率模

型
�

当采用模型 ����式时
，

有

�。 一 二了�二落开于

�。
一 丫‘了� 。 ，‘， �

����

����

当 ‘ 》 �� 时
， �。 二 ‘ ��

， �。
七 ��

�

将 ��夕�式代人 ��� 式
，
可求得 �的具体形式为

占，
， 。 � 丫吞�� “ ，‘，

” 一 �丫�了歹
二二

�

石�一
。 ，
�
�
十 �
�

’ ， · 、 了万二二
�

歹万
�

����

我们曾在 才 一 。 为常数的简单模型下讨论过微裂纹系统的演化问题『�，‘ �

对于模型 ����

式
，

扩展速率为常数相当于令 ��� �
�

由 ����一����式
，
此时有 ，。 一 ‘

�
。 ， �。 � 川

，
以及

衬� ‘ 一 “ ‘ �

这正是文献 〔�� 和文献 〔��中的结果
�

裂纹数密度 城
‘ ， ，
� 的演化规律及其饱和值不仅取决于扩展速率

，
而且还与成核率有

关
�

以下
，

我们将选用两种不同的模型
�

第一种成核率模型�称为模型 ����取自参考文献 ��〕 ，
其形式为

� 、
�
�
�� ��。 一“ 吞，�

����

在 ����与 ����式所给的模型下
，
由 ���与 ����式

，
得到
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�一
，

。 一。 ，�
介冷一 ��

， ，�� 。
钱 了两下弄

勺由的��仁故仁归
。
�
� ， ���

��
�，�一���� ， 。 �

卜
�过�亘�

二

一
�
� 丫 �一 ����

‘

� �
�

�
，

�“ 丫 �一 �觉�
� ‘

�、 �

�
� � �

�� 一了‘了石二不�一
。 ，丫书妥�

口
‘

一 �七��几

一
一

，— �

� � �� �

�
。 � 了配十 矿��

，

����式中第二个式子即为稳态分布
。 。
�
。
�的表达式

�

在模型 ����中
，
才����， ��

，

����式有 场�吞
�
�一 �

�

由 ����与 ����式
，

可求出在模型 ���中

����� ��

���
。

现在考虑第二种成核率模型�模型 ����
� 、 ， � 一内纪

刀“ 、 ‘ 夕一 直，

瓦
亡

这个模型与模型 ��� 的主要区别是使很小尺度的裂纹成核率变小
，
这是为了模拟实验上所发

现的这种迹象
�

此外
，

模型 ����在大尺度时其成核率比模型 ���衰减更快
�

由 ����与����

式
，
可以得到

斌，二
一

久

。 一” ，
孟

， �
� ��

，

�
“
�
‘ ， ‘，一
�
�

����

��丫�一 鱿�
。 ，

��
瓦

�。 丫�一 召�
‘ ，

��一�
圣

�一，，��
。 一

不下一 ��
， ，，
长

‘ 《 了灰不石奋
，

。 一
而汗

�

斌鲍丝三三三丝、一 �
�

， 。 �了不弄
� � �支 � 」

����

以及

��，�一 生 才，
瓦，，

����

����式中第二个式子即为稳态分布 丙�
‘
�的表达式

�

在成核率模型 ����和 ����式中
，
月

和 ��都是材料参数和载荷应力组合的特征参数
�

以上结合具体模型所进行的计算
，

一方面是为了演示在我们的理论框架下如何确定微裂

纹系统的统计行为�另一方面
，

是试图用具体的例子描绘微裂纹系统演化的某些一般特征
，
对

这些特征的深人了解将对进一步的研究有所助益
�

为了得到更直观的图象
，

在下一节中
，

将给

出一部分数值计算结果
，
并用一系列图表把它们显示出来

�

三
、

数值计算结果

本节给出微裂纹数密度分布演化的数值计算结果
，

扩展速率用 ���� 式所示模型
，
成核率

用模型 ��������式�或模型 ���������式�
�

全部结果均用约化量表达
，

其定义为

工 � 。
�瓦

， � � 。 ��瓦
，

石� 。 ，
�才

�
�
�，
�一 ���瓦

、

其中
， 。 ，

认与 �，
均是出现在模型中的参量

�

以约化量表示时
，
非扩展区在

二 � �
，
扩展区
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��夕

�
二 � ��中

，
扩展速率为

丝 一 ��幻 一 了�二两奋
，

刁�

饱和时间
�。
与饱和区边界 翔 分别为

��
，。
一

��
一 �

了丁二万反
，

万�
�户

�
一�一斗一

�

吞
了
时升

一一�

几

电 忍

�

�
���

�

。

卜

笼
�

�
�
�

�

�

�
�

�

、�，、
旧
、�、�、�、、、、

八

旅 � 吸�

称 � 称�

狠求爪
奴�

、、、恤，��、‘性

�沪

� ��� � �遴 礼 议

，����，夕早���月��
，
�，�����口‘����

呱

、
丈公 孟。 ‘ � ‘ � �� 一�

�

� 玉

气么】

�我产
口‘谕丁谊万碱万茄饰飞

���

�肠
�

� 盆

�
��

图 � 刀 一 苦 曲线�成核率模型 ���

�����一 �
�，，

����， �
·
�， �

�
��” ��
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当 ‘ 》 �时
，
有 ��二 � ， 勒 二 � �

饱和数密度为
� ， 、 � 〔， � ， ，、 ， �

” �气劣少�—
� ��戈� ��� ，

’

万�
�� 、 ��

月� 气万少

其中 荞�

对模型

�幻 � �，
�瓦����

��

总数密度的约化形式为 可一 ���城况
�

对模型 ���
，
有 寿一 ��

����
，

有 冲一 生
� �

�

图 �是用成核率模型 ��� 所得到的不同时刻 ‘ 的 子
�
曲线

�

图 ��
�
�一�

�
�分别相应于

�一 �
�

�， �
�

，及 �
�

在前两个图中
，
曲线均由非扩展区

，

及扩展区中的饱和区和未饱和区三部

分组成
，
两个图的特征相似

�

非扩展区内
，
苏随 � 线性增大

，

图中只给出一个时刻 �� 一 �� 的

曲线
�

图 ��
�
�中取 �一 �，

相当于扩展速率为常数的情形
�

图 ��
��与前两个图的差别

，

一

是不出现非扩展区� 另一点是在饱和区边界附近的行为不同
�

图 �中最上面的曲线为饱和曲

线
�

图 ��
�
�与前两个图中的饱和曲线在小尺度区 �

� � 的 有明显差异
�

比较不同时刻的曲

线
，
可以看到饱和区不断向大尺度方向推移的过程

�

图 �是裂纹按尺度分布的概率密度
�

概率

�

�
�

�

任何了区

密度分布函数的定义为

。�
‘ ， ，�一

兴
，
�
‘ ， ‘
�

�

����
����

在图 �中
，
用约化量 卢� 创介 表达

�

图 �只

画出 �� ��� 的情形
�

在非扩展区
，
卢不随时

间变化
，
因为 布与 可在此区均正比于时间

�

在

扩展区
，
可看到它划分为饱和区和未饱和区

，

饱

�� �
�

�

︸脚泛

�、、、��
��‘厅�������������口��

�������
��������

�甲。林时���

�二�
�

�

� �
�

� �
�

� �
�

� �
�

� 名

图 � 声一二 曲线��二 �
�，�

� �
，

� �� �
�

� �
�

� 盆

图 � 汤一� 曲线�成核率模型 �������二 �
�，�

和区边界不断向大尺度方向推移
，
概率密度分布的峰值也不断向大尺度方向移动

。

图 �是用成核模型 ���� 所得的结果
，
取 �� ��

。

非扩展区的曲线与图 �很不相同
，
这
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是两种成核率模型在小尺度时的明显差异所致
�

在扩展区
，
与图 �的特征基本相同

，
这是由于

石 的演化联系于成核率的积分效果
，
对其细节并不十分敏感

�

为了更形象地显示 苏�
� ，
灼 的演化特征

，
在图 �中给出了 苏 随 ， 与 � 变化的三维图象

，

其条件与图 ����相同
�

为了方便
，

我们将变量
�
与 � 的范围各分成两段

，
分别在图 ��

�
�和

���中给出
�

两个图互相连接便构成一个完整的图
�

从这些图中可以看到
，
饱和曲面在小尺

度区呈斜坡状
，
在大尺度区以近于平合的形式延伸 �饱和区的边界大体上沿着

�
轴与 � 轴的分

角线方向推移
�

在图 �中
，
坐标间隔分别取为 △� 一 �

�

�
， △� � �

·

，�

图 � 石�
二 ， �
�的三维国象

�条件与图 ����相同�

最后
，
我们对饱和时间 �。 作一量级估计

�

对金属
，
可取 瓦 � �那�

， “ � �
�

� � ��，����山
，

此外
，
令 �� ��即 ��� ���

�

由 ���� 式可求出相应于不同尺度
‘
的裂纹的饱和时间

，
结果列

于表 �中
�

由表 �中可看到
，
扩展区 �

。 � 瓦�中
，
小尺度裂纹的饱和时间很短

，
当 ‘ 》 ��时

，

�。 二 ‘
�。

�

对于毫米量级的裂纹
，
饱和时间可达微秒量级

�

实际材料中的饱和时间只有在确

定了裂纹的扩展规律以后才能得到
�

表 � 相应于不同裂纹长度
。
的饱和时间 ��

�取 ��二 �拜� ， 。 ” �
�

�火 ��，���
�， �二 ��

‘

�拌��

才�

�
� �
�

�
。

��， …
一

丫万…��
�

�� ���
。

�

四
、

讨 论 与 结论

本文所讨论的是关于损伤微裂纹系统的一种统计理论
，
以微裂纹数密度分布函数 成

‘ ， ，�

对理想微裂纹系统进行统计描述
�

损伤微裂纹引起的宏观力学效应可由按 武
‘ ， ，�进行适当
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的统计平均而求得
�

本文着重考察 武
‘ ， ，�的演化规律

，
给出了

。
的演化方程普遍解的形式

，

讨论了演化的一般特征
�

。 的行为联系于成核率模型与扩展速率模型
，
目前尚无比较可靠的模型可供选用

，
这方面

的研究有待进一步深人
�

本文所选用的模型多少带有一定的试探性
�

我们用这些模型进行计

算
，
一方面是为了说明在本文的理论框架下如何确定微裂纹系统的统计行为�另一方面

，
是试

图借助这些模型具体显示微裂纹系统演化的某些一般特征
�

这些研究结果可为进一步的探索

提供有益的思路
�

本文发现
，

微裂纹数密度分布 武
� ， ，�的演化过程有一个值得注意的特征

，
即在一定条件

下
，
扩展区中可出现趋向饱和的现象

�

现对出现饱和现象的条件作进一步的讨论
�

本文是在成核率与扩展速率均不显含时间的模型下导出饱和现象的
�

这大体上 相 当 于

恒定载荷
�

损伤初期
，
裂纹的发展对成核与扩展过程尚无明显影响

，
并且连接过程可以忽略

�

实际上
，
这里不显含时间的条件可理解为准稳态条件

，
即只要 彻 与 亡变化的特征时间大于特

征饱和时间便可出现明显的饱和现象
�

特征饱和时间是指裂纹分布的主要尺度范围的平均饱

和时间
�

出现饱和现象还与扩展速率在临界尺度
� � �� 处的截断方式有密切关系

�

在有限时间

内达到饱和要求 ��� 式所给出的饱和时间
，。 是有限值

�

这相当于要求 ���式的积分是收敛

的
，
而这个积分的收敛性取决于扩展速率 云� 万��� 在

�

� ��时趋于零的方式
�

如果 ‘ 、 瓦

时
， 才趋于零的阶数�其定义见后文�足够低

，
便可保证积分收敛

。

具体来讲
，
如果当

�
� �� 时

， 砂 � ���� 的渐近行为可用下式描写�

��
�
����

� 一 ���
， ，

����

则 �。 的存在由
�
值确定

， ， 称为 亡趋于零的阶数
�

为保证 ��认�� �，
必须有

� � �
�

���式

中积分收敛的条件为

， � �
�

����

只当阶数
”
低于 �时

，
才可能在有限时间内达到饱和

，
并且当

� ” �� 时有 ���
‘
�” �

�

同时
，

由 ����式
，
有 ���瓦�� 。 �

本文所采用的扩展速率模型 ����式相当于
， � ���

，
故饱和时

间是有限的
�

饱和现象的出现与临界尺度 ��的取法无关
，
例如当取 ��� � 时

，
仍可出现饱和

现象
�

关键在于 ���� 在临界尺度附近趋于零的方式
，
即由

，
决定

�

当然
，
如果对任何尺度

的裂纹扩展速率均不为零
，
则 ���式定义的饱和时间

�。 总是有限的
�

在这种情况下
，

亦将出现

饱和现象
，

扩展速率为常数的模型便是例子之一
现考虑

， � �情形
，
此时 �。 ， ��

，
不可能在有限时间内达到饱和

�

对于 ， � �情形
，
由

����式
， 街�瓦�为有限值

，
表明存在有限的稳态解

�

在这种情况下
，
趋向饱和的过程呈现为

一种渐近行为
， ，
�
‘ ，
�� 不断接近其饱和值

，
但在有限时间内不能完全达到饱和

�

在 ��
���的

扩展速率模型 ���� 式中
，
若令 �一 �，

则属于
” � �的情形

�

对于
�， � �情形

，
有

�
‘

��
�
�� �，

由 ����式得到 场�瓦�， ��
�

在这种情况下
，
方程 ���在扩展区不存在稳态解

，
不出现趋向饱

和的行为
�

目前
，
在本实验室用轻气炮进行的一维应变平面冲击实验中

，
已经获得在 �护一 ��’��恒值
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脉冲载荷下
�，，’ ���材料微裂纹损伤的初步实验结果

�

已有的实验数据尚未能提供微裂纹数密度

统计分布
，
�
‘ ， ��的全部演化数据

�

因此
，
对于本文所揭示的微裂纹分布的饱和现象还不能

直接提供实验验证
�

但是
，
实验结果间接地肯定了 ����式所示的总数密度对时间的线性依赖

关系
�

对承受平面冲击后的铝靶板进行剖面微损伤裂纹的检查和计数
，

在 ��
�

一 ��
‘
�� 恒值脉

冲载荷下材料中发生的初始层裂的实验数据拟合给出
。

�� 一 ���走�� �
� 、

����

这里
，
初始层裂是指最初可观测到的微裂纹形成的层裂

，
� 为相应于损伤程度的度量

�

发现 反

的拟合值为 �
�

�“ �
�

同时
，
微裂纹成核总数的实验统计结果表明

，

成核数与应力大致呈线性

关系 。 �

综合这些实验结果可以看出
，
在微裂纹损伤初期

，
总数密度随时间成线性增长的理论

结果 ����� 式�看来是成立的
�

在本文所用模型下
，
非扩展区 �

。 � �，�不存在稳态解
，
同时

，
在非扩展区与扩展区的交

界处 �
。 � ���

，
武

� ，
�� 是不连续的

�

这种不连续性看来不太合理
，
它起因于模型在数学上

过于简化
�

有某些迹象表明
，
成核率也可能存在一个下限截断尺度

�

如果令其与扩展速率的

截断尺度相同
，
则不会出现不连续性

，
也不存在纯粹为非扩展区

�

在本文所考虑的模型中
，
系统内一定尺度的裂纹其扩展速率是确定的

，
我们称之为确定性

扩展速率模型
�

具有随机扩展速率的模型我们将另文阐述
�

本文所讨论的理想微裂纹系统略去了裂纹间互相连接�融合�的过程
，
并且不考虑裂纹间

的相关效应
�

这种模型可用于描述损伤初期微裂纹尚比较稀疏的情形
�

随着微裂纹数密度逐

渐增大
，
融合过程和相关效应会变得重要起来

�

关于这方面的间题
，
我们将另文进行讨论

�
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